Principios de Induccion y de Buena ordenacion.
Induccion simple (o Induccion débil).
Sea P una propiedad definida sobre el conjunto N de los nimeros naturales.
Escribiremos P(k) para indicar que el elemento k € N verifica P.
El principio de induccion afirma que:

- Caso base: La propiedad se verifica para el primer elemento, P(1).
- Paso de induccién: Para cualquier n € N se verifica:

Si P(n) es cierta, entonces P(n+1) también lo es.
- Conclusion: P(n) se verifica para todon € N

La hipotesis del Paso de induccién se denomina, hipotesis de induccion.

En vez de considerar el primer elemento como caso base, podemos suponer
un cierto elemento n, € N para el que se verifica la propiedad.

En este supuesto el enunciado quedaria asi:

- Caso base: Se verifica P(n,) para un cierton, € N.

- Paso de induccién: Para cualquier n > n, se verifica:
Si P(n) es cierta, entonces P(n+1) también lo es.

- Conclusion: P(n) se verifica para todo n > n,

Induccion fuerte.

Cuando la hipdtesis de induccion se aplica a todos los elemento anteriores a
uno dado, obtenemos la Induccion fuerte:

- Caso base: Se verifica P(n,) para un cierton, € N.

- Paso de induccién: Para cualquier n > n, se verifica:
Si P(k) es cierta para cualquier k, ny < k < n, entonces P(n)
también lo es.

- Conclusion: P(n) se verifica para todo n = n,

Los principios de induccion débil y fuerte son equivalentes
Principio de buena ordenacién:

Cualquier subconjunto de numeros naturales, excepto el vacio, tiene un
primer elemento (o dicho con otras palabras, un elemento minimo).

Los principios de induccion y de buena ordenacion son equivalentes.



Ejercicios de preparacion para la ON de 2021

CONJETURA E INDUCCION
1.- Haz una conjetura acerca de la formula que calcula la suma de los n
primeros cubos:
13+ 23 4+ 3%+ +n?
y a continuacion, pruébala por induccion

2.- Dada la sucesion
1 n+1 1
Ay ==, =, lpp = — (ap + E) paracadan > 1
conjetura el valor de a,(,; Yy haz la prueba por induccién. (Arabia Saudita

2012)

INDUCCION SIMPLE
3.- Determina todos los niimeros naturales para los cuales, 1 -2 -3 ---n>2N

4.- Demostrar que para todo numero natural, n > 2, se verifica:
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INDUCCION FUERTE
5.- Probar que todo nimero natural, mayor que 1 0 es primo o descompone
en un producto de factores primos.

6.- Sean x; x,,*+, x, nUmeros enteros tales que se pueden expresar como
suma de dos cuadrados perfectos. Probar que su producto, x; - x5 -+ x;,,
puede expresarse igualmente como suma de dos cuadrados perfectos.

--------------------------------------- (Olimpiada matematica alemana, 2013)

7.- Probar que Vn € N, n > 12, 3 a,b tales que n = 4a + 5b,

8.- Los vertices de un poligono convexo son coloreados por al menos tres
colores tales que ninguna pareja de vértices consecutivos tienen el mismo
color. Probar que el poligono se puede descomponer en triangulos, por
diagonales que no se intersequen y cuyos puntos extremos tengan
diferentes colores.

9.- Consideremos la funcion de Hofstadter, D: N — N, definida asi:
0, n=20
D(n)_{n—D(D(n—l), n>0

Probar que paratodon > 2 verificaque 0 < D(n) <n



PRINCIPIO DE BUENA ORDENACION.
10.- En un torneo cada jugador juega con cada uno de los otros jugadores
exactamente una vez y en cada juego hay un ganador y un perdedor.
Decimos que los jugadores p; p,,-*, p,y forman un ciclo de longitud m si

p, leganaap,,p, leganaaps, ... py-1leganaapy,,ypn leganaa

P1,-
Demostrar que si hay un ciclo p; p,,**, pm (M > 3) en un torneo, entonces
hay un ciclo de longitud 3.

11.- Encontrar, si existen, todas las cuaternas de nimeros enteros positivos.
(x, Y, z, 1), que verifiquen x? + y? = 7(z% + t?).

12.- Si a, b, ¢ son enteros tales que a® +2b® = 4c®, demuéstrese que a=b =
c=0.

OTROS EJERCICIOS DE INDUCCION
13.- Sea a, la sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8,..., a,, donde, a,+1 = an
+ an-l, n>1

a) Probar que para todo n, a, < 2".

n n
b) Probar que el término general se expresa: a, = \/Lg [(1+2\/§) B (1—2\/3) ]

14.- Demostrar por induccién el Pequefio Teorema de Fermat:

Si n es un ndmero natural y p primo, entonces, n® =n (mod.p

[De manera equivalente este teorema suele expresarse también asi:
Si p es un numero primo, entonces para cada nimero natural a>0
coprimo con p, se verifica que a** = 1 (mod p).

Como aplicacion, calcular el resto de dividir 887 entre 13]

15.- Sin usar ninguna tabla encontrar el valor exacto de:
s 21 3 4T 51 6m 71
P = cos—cos— cos—coS— c0S— CcO0S— CcOS—
15 15 15 15 15 15 15
[Indicacidn: utilizar la siguiente formula que deberd demostrarse por
induccién:
sin2™x

cos x cos 2x cos 4x -+ cos 2" 1x = ]----- (Olimpiada hungara

2™ sinx
1967; sin la indicacion)


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_natural
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_primo
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_natural
https://es.wikipedia.org/wiki/Coprimo
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